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RESUMEN

A partir de una situacion problematica, como es el abastecer de viveres a naufragos refugiados en
una isla lejana, se disefio y construyé un simulador en GeoGebra y una secuencia didactica. En la
misma, utilizando como recurso el applet, se plantea una situacién inicial de distancia y
velocidad, y luego se formula una serie de cuestiones vinculadas con el algebra vectorial, donde
esas variables se van modificando. Se propone una sucesion ordenada de actividades que pueden
ser resueltas por medio del simulador para luego proceder a su validacién en forma analitica,
aplicando el Modelo Apropiativo, el trabajo colaborativo y por descubrimiento, con inclusién de
las TIC, se favorece la construccion de aprendizajes significativos.

PALABRAS CLAVE: Algebra. Vectores. Aplicaciones a la fisica. GeoGebra.

INTRODUCCION

En el aprendizaje de matematica hay muchas controversias, algunas recurrentes. Por parte de los
estudiantes, el cuestionamiento de la utilidad de los contenidos y, por parte de los docentes, la
transferencia de los aprendizajes matematicos a otros contextos donde resultan imprescindibles
para la resolucién de actividades, como ser fisica, quimica y biologia, entre otros.

El Algebra es una de las asignaturas que presenta mayor dificultad. EI Algebra Vectorial, en

general, se dicta mediante la instruccion didactica con resolucién de férmulas y ecuaciones. Los
alumnos llegan a resolver las ecuaciones pero sin la construccion del sentido.
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Orientados a trabajar en la transferencia de aprendizajes (Perkins, 1997) a posibles situaciones
reales, propiciando su significatividad, se utiliz6 la riqueza que nos ofrecen las nuevas
tecnologias, en especial, las del campo de la matemdtica educativa, como GeoGebra. Con esta
herramienta, se disefié un simulador como disparador de una secuencia didactica con el propésito
de estimular el aprendizaje por descubrimiento y su ubicuidad (Burbules, 2001). Esta secuencia
didactica fue elaborada en forma colaborativa por docentes, alumnos del Postitulo del Cepa
(Escuela de capacitacion docente del Gobierno de la Ciudad de Buenos Aires) Especializacion
Superior en la Ensefianza de la Matematica a cargo de Prof. Celia Fasce como coordinadora y
Prof. Carlos Fuentes como docente.

CONTEXTUALIZACION

Esta propuesta didactica fue pensada para trabajar en conjunto las asignaturas de matematica y
fisica, pudiendo ser utilizada en la modalidad de trabajo por medio de pareja pedagogica.
Nivel educativo: Tercer afio de la ES.

Carga horaria aplicada: 6 horas catedra: en las dos primeras se presenta el applet, y en el resto se
resuelven las actividades incluidas en él, pasando del registro grafico al analitico y viceversa, de
manera de articular los saberes previos con los contenidos desarrollados, construyendo asi
aprendizajes significativos, para finalizar con la institucionalizacion de saberes.

CONOCIMIENTOS PREVIOS

Coordenadas cartesianas. Funcion cuadrética y su grafica. Teorema de Pitdgoras. Técnica de
resolucion de problemas. Unidades de medida de las magnitudes utilizadas, sus equivalencias y
conversion. Vectores. Componentes y moédulo de vectores. Suma de vectores. Trayectoria.
Velocidad. Rapidez. Desplazamiento. Movimiento rectilineo uniforme (MRU) y movimiento
rectilineo uniformemente variado (MRUV). Caida libre. Simuladores. GeoGebra.

OBJETIVOS

e Aplicar el concepto matematico de suma de vectores para resolver problemas de
fisica de tiro horizontal, vinculado con posibles situaciones reales, logrando su
transferencia.

o Interpretar grafica y analiticamente la informacion brindada por el simulador.

e Analizar las variables intervinientes en el modelo matematico para tiro horizontal.
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PROPOSITOS DOCENTES

Ubicarnos como mediadores entre el conocimiento y el estudiante de manera que éste logre
aprendizajes significativos apropiandose de los contenidos, buscando impulsar su participacion
activa.

METODOLOGIA

Aplicando el Modelo Apropiativo (Charnay, 1994), donde el rol del docente es proponer y
organizar una serie de situaciones con distintas problematicas a resolver, las actividades docentes
son proyectar y coordinar la gestion de la clase, previendo la hipétesis de trabajo, intervenciones y
problematizaciones. El rol del estudiante es ensayar, buscar, proponer soluciones, confrontar ideas
y defender las propias para construir el conocimiento. En este modelo, la resolucion de problemas
es fuente, lugar y criterio de la elaboracion del saber.

En la secuencia didactica se proponen situaciones con un orden preestablecido, propiciando el
trabajo espiralado de los contenidos matematicos involucrados. La secuenciacion sera en una
primera fase de accion por parte de los estudiantes, en la segunda fase de formulacién y
validacion, y por Gltimo de institucionalizacion de saberes, por parte del docente, favoreciendo asi
el proceso de sintesis. Se propondra resolver las actividades en grupos de tres alumnos
promoviendo el aprendizaje colaborativo, valorando las inteligencias maltiples (Gardner, 1995) y
orientados por el principio que los estudiantes no solo conozcan, sino que piensen a partir de lo
que conocen (Perkins, 1997).

RECURSOS

Pizarra, papel, lapiz, calculadora, notebooks y applet disponible en:
http://tube.geogebra.org/student/mgviA5LaQ

Importante: El texto en negrita corresponde a la actividad propuesta (incluida en el applet).

SECUENCIADIDACTICA

Situacion _problemética: Consideremos un avién que vuela a determinada velocidad
(médulo) y a cierta altura, y quiere lanzar un paquete de viveres a unos naufragos
refugiados en una isla lejana. (Ubicaremos el eje de referencia en el suelo, a nivel del mar, y
debajo del lugar de lanzamiento).
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En el simulador de GeoGebra disponible en http://tube.geogebra.org/student/mgviA5LaQ podran
cambiar, en las casillas de entrada, altura de vuelo del avidn, velocidad de vuelo y distancia entre
el lugar desde que se lanza al paquete hasta la isla (medida a nivel del mar). Recuerden que con el
deslizador pueden controlar el avance del tiempo desde que es lanzado el paquete.
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Reconocimiento del simulador disefiado en GeoGebra.

Sabiendo que el avién vuela en forma horizontal a la tierra, ¢a qué altura y a qué velocidad
tendria que hacerlo, para que el paquete cayera dentro del territorio de la isla que esta a 2
km del lugar donde el avién deja caer el paquete?

¢Hay una unica posibilidad? Explora con el simulador y encuentra, si es posible, distintos
pares de altura y velocidades.

¢La cantidad de alternativas tiene que ver con la velocidad? ¢ La rapidez es la misma? ¢ Por
gué cuando cambia la altura cambia la rapidez? ¢ Cuales son sus variables?

¢Qué unidades se usan generalmente?

Cuando el paquete llega al nivel del mar, ¢qué distancia recorrié el avion que lo lanzé?
Compérala con la distancia horizontal recorrida por el paquete.
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Propondremos a los alumnos que observen en las casillas de entradas las unidades. ¢Es
necesario modificar algin dato? Presten especial atencién a las unidades que utiliza el
simulador.

Al comenzar a trabajar con el applet, seguramente notaran que las unidades no corresponden a las
expresadas en la pregunta, debiendo proceder a convertirlas.

Se espera que los alumnos ingresen diferentes combinaciones de variables de alturas y
velocidades, para lograr que el pagquete caiga a 2000 m del lugar desde donde fue lanzado. En el
applet, el texto en color negro indica la distancia recorrida horizontalmente por el paquete desde
donde es soltado hasta impactar con el suelo. Una alternativa viable para que el paquete llegue a
destino, es seleccionar una altura de 700 m y una velocidad de 167,4 m/s. También pueden
seleccionar otras combinaciones de variables y observar que no siempre cae sobre la isla. Por
ejemplo, si el avion volara a 900 m de altura, y su velocidad fuera la misma, es decir 167,4 m/s,
observaran que el paquete caeria fuera de la isla.

Los alumnos podran observar que si modifican la altura deberan variar también la velocidad
para el paquete siga cayendo sobre la isla.

1) Una vez que el paquete es lanzado, ¢Cudl es su velocidad? ¢ Cuéles son sus componentes?
¢Con qué direccion se mueve, es decir, cudl es su trayectoria? ¢Por qué?

Con esta pregunta se busca que reflexionen sobre las componentes de la velocidad que actlan
sobre el paquete, observando las direcciones y sentidos de las mismas y la de la resultante, y
ademas los tipos de movimientos.

El paquete de viveres experimenta un movimiento de bajada a lo largo del eje “y” y un
movimiento de avance a lo largo del eje “x”.

La velocidad del paquete tiene una componente de velocidad horizontal constante, que es la que
traia con el avién (MRU) y otra componente de velocidad vertical originado por la caida libre.
Entonces, la velocidad final del paguete es la suma vectorial de estas dos velocidades.

Asi, todo cuerpo lanzado horizontalmente desde un punto elevado, describe una trayectoria
parabdlica cuyo vértice se ubica en su punto de partida y su pendiente es negativa.

2) a) Si volara a 1000 m con la misma velocidad, ¢recibirian los ndufragos el paquete en la
isla? Si no la recibieran, ¢donde caeria?
b) ¢Y si volara a 400 m de altura?
En ambos casos, ¢cual serd la velocidad del paquete (direccion y rapidez) al llegar al
suelo y cuanto tardaré en caer?
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c) Después de experimentar la situacion en el simulador, verifica analiticamente la
rapidez del paquete.

Con esta secuencia de preguntas se busca que puedan observar y analizar la rapidez, la velocidad
y sus componentes y como varian a medida que transcurre el tiempo, quedando constante la
velocidad horizontal. Es interesante que noten que manteniendo la misma velocidad horizontal,
cuanto mas alto vuela el avién, el paquete impacta con mayor velocidad.

a) Sielavionvolaraa 1000 m de altura, conla | b) Sivolaraa 400m de altura (siempre conla

misma velocidad (167.4m/'s) el paguete misma velocidad, 167.4m/s) caeria a
caeria a 2391,31m del lugar donde fue 1512m, es decir, 488 metros “antes™ de la
lanzado (si hubieran utilizado otra isla, v el paquete tendria una rapidez, al
velocidad, la distancia seria distinta). De momento detocar el agua, de 18%,37nm/s
esta manera, no caeria enlaisla, sino que, lo demorando 9,04 segundos en llegar al
haria 391 metros “después”. El médulo de agua.

la velocidad (rapidez) del paquete en ese
instante, serd de 218,22 m/sgg. demorando
en llegar al suelo 14 29seg.

10 1400 15 CIWIJ 1700 1EI:ID: 1900 2000 2100 2200 :
1
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1

Como se puede apreciar, la velocidad del paquete es mayor en el primer caso. Esto ocurre porque
la velocidad horizontal, en ambos casos, es la misma (en uno y otro caso, el paquete es arrojado
desde un avion que vuela a distinta altura pero con la misma velocidad), pero la velocidad
vertical, medida en el instante en que el paquete impacta con el suelo, es menor al ser lanzado
desde los 400 metros que desde los 1000 metros, debido a que demora menos tiempo en llegar. Al
sumar ambas componente de la velocidad del paquete vemos que la resultante (velocidad del
paquete) también es menor. Considerando ambas situaciones, si el paquete es arrojado desde el
avion volando a la misma velocidad, la velocidad que tenga el paquete al llegar al suelo y la
distancia que recorra horizontalmente, dependera de la altura desde la que se deje caer.
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c) Dado que el movimiento es un MRUV en la direccién vertical, las ecuaciones de movimiento
del cuerpo estan dadas por las siguientes expresiones:

vp=vot+a.t ya=-g (1)

Vr=vy—g.t

Donde vy=0 por lo que nos queda vy = —g.t

hy = hy +v0.t—% .g.t?
Como v, =0
Obtenemos he = hy —% .g.t?

(1) La aceleracién esta dirigida hacia abajo en el sentido negativo del eje y, por lo tanto a= -g
(Sears-Zemansky, 1963).

Para verificar analiticamente la rapidez del paquete debemos aplicar el teorema de Pitagoras ya
que al trabajar con un sistema de referencia ortogonal, las componentes del vector velocidad del

objeto son perpendiculares.
— 2 2
v, = A 7

Siendo v, la velocidad resultante del paquete, v, la velocidad del avion al arrojar el paquete

(velocidad horizontal) y, v, la velocidad en la direccion vertical, determinada por la aceleracion
de la gravedad.

Primero necesitamos averiguar la velocidad vertical en el momento del llegar al nivel del mar, y
para ello debemos calcular el tiempo.

Partiendo de hy = hy —% .g-t* ysabiendoque hy =0 y h, = 1000, obtenemos:
t=+2h,/g

Reemplazando, hallamos los tiempos.
Para los 1000 metros

. 2.1000m
. 19,8m/s?
v, =167,4m/s

=14,29s

v, = —9,8m/s% 14,29s = —140 m/s (2)
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v, =/ (-140 m/s)? + (167,4 m/s)? = 218,22 m/s

. 2.400m_904
~ 198m/s? s

v, =167,4m/s

Para los 400 metros:

v,= —9,8 m/s%.9,04 s = —88,55m/s

v, =+/(—88,55m/s)? + (167,4m/s)* = 189,37 m/s
(2) Noétese que el resultado es negativo debido a la ubicacion del eje de referencia.

3)
a) Si el avion volara a una velocidad de 360 km/h y a una altura de 800 m, ¢a qué
distancia de la isla tendria que dejar caer el paquete para que lo haga dentro del
territorio de la misma? ¢Hay alguna otra posibilidad? ¢Cual sera la rapidez con que el
paquete llegaria al suelo?
b) Si se dejara caer el paquete desde la misma altura que en el punto anterior, pero a
una velocidad de 450 km/h, ¢ Cuanto tiempo demoraria en caer? ;A qué distancia de la
isla deberia soltarlo? ¢ Cudl sera su rapidez al momento de tocar el suelo?
c¢) Si su velocidad fuera la mitad de la del punto 3 b y su altura la misma, ¢a qué
distancia de la isla deberia soltarlo, cuanto tiempo tardaria en caer y cuél seria su
velocidad?

En los tres casos verifica analiticamente los resultados. (Con esta secuencia de preguntas se
busca que puedan observar y analizar la rapidez, la velocidad y sus componentes y como varian a
medida que transcurre el tiempo, quedando constante la altura. ES interesante que noten que
teniendo la misma velocidad vertical, cuanto mayor sea la velocidad del avién, el paquete
impactara con mayor velocidad, debido a que la velocidad horizontal es mayor por ser mayor la
velocidad del avion, siendo asi, mayor la resultante de la suma de ambas velocidades).

a) Por requisito del disefio del simulador sera necesario convertir las unidades.

km 360000m m
= =100—

3605 = 3005~ s
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Ingresando en el simulador, en las casillas de entrada, los valores de velocidad y altura, se puede
observar que el paquete debera ser arrojado cuando el avion se encuentre a 1278 m de la isla, para
que el mismo llegue a destino, y lo hara con una rapidez de 160,25m/s.

Es la Unica ubicacion para que desde esa altura y a esa velocidad el paquete caiga en el centro de
laisla.
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Buscando que los alumnos relacionen las distintas variables, se puede realizar la siguiente
intervencion docente: ¢Es sélo mera coincidencia que el tiempo y la distancia sean nimeros con
los mismos digitos y en idéntico orden (1278 my 12.78 seg.)?

Validacion analitica:
El movimiento horizontal es un MRU, siendo su ecuacion

Xf = xo + v.t ennuestro caso x, = 0 quedando x; = v .t

Para averiguar dénde caeria debemos hallar el tiempo que demorara en hacerlo, usando la formula
del punto anterior:
2.800m

t= W: 12,78 s
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Ahora, conociendo el tiempo, podemos calcular la distancia horizontal que recorrerd, pues como

dato tenemos la rapidez de vuelo del avion. Si vuela a 100 m/s, y demora 12,78 s, se desplazara
100 m/s. 12.78 s=1278 m.

Para calcular la velocidad del paquete (velocidad resultante), estudiamos que debemos proceder a

sumar los vectores de la velocidad horizontal y la vertical, para lo cual aplicamos Teorema de
Pitagoras.

v, =100 m/s

v, = — 9,8m/s?.12,78s = —125,24 m/s

v, = /(100 m/s)? + (—125,24 m/s)? = 160,25 m/s

b) La velocidad de 450 km/h expresada en las unidades que utiliza el simulador es de 125m/s.
Ingresando los datos en el applet, podemos observar que el paquete tocaria el suelo/agua a 1597
metros del lugar de lanzamiento, demorando 12,78 segundos con una velocidad de 176,94 m/s.
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El procedimiento para validar analiticamente todos los datos brindados por el simulador es
anélogo al 3a.
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También se podria verificar analiticamente la velocidad resultante (o0 del paquete) aplicando
nuevamente suma de vectores, es decir, el procedimiento que utiliza el Teorema de Pitagoras

para hallar la hipotenusa en un tridngulo rectangulo.

v, =125m/s

v, =—98 m/s?.12,78s = — 125,24 m/s

v, =+/(=125,24 m/s)? + (125 m/s)?> = 176,94 m/s

c) La velocidad de vuelo del avién al momento inicial es 62,5m/s. Podemos verificar
analiticamente que caerd a 798,63 metros de donde fue lanzado, con una velocidad de 139,95m/s
a los 12,78 segundos, tal cual surge de la informacion brindada por el simulador.
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Nuevamente, el procedimiento para validar analiticamente todos los datos brindados por el
simulador es analogo al punto 3 a.
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Entonces, podemos concluir:

00 D 1400 1500 1€ 0o 1 1700 1900| 1€
I
I
I
I
I

A225kmh A 360 kmh A450kmh

Al lanzar el paquete desde una misma altura, la velocidad con la que llegue a destino y la
distancia que recorrera horizontalmente, antes de llegar al suelo/agua dependera de la velocidad
con que vuele el avién al momento de lanzarlo.

4) Observando el tiempo que demora el paquete en llegar al nivel del mar en los distintos
casos del punto 3, ¢puedes sacar alguna conclusion relacionando el tiempo que demora en
caer el paquete y la altura de vuelo del avion? Justifica. (Esta pregunta esta orientada a que se
advierta que el tiempo depende de la altura y del valor de la gravedad, y no de la velocidad que
lleve el avion).

Como vimos, en los tres casos resulta el mismo tiempo.

Retomando las formulas de la ecuacion de movimiento, vistasen 3a) y v, = 0
tenemos que he = hy —% .g.t?

Si se desea determinar la velocidad en el momento en que el paquete llega al nivel del mar:

0=nhy— % .g .t?, donde ho es la altura desde donde se deja caer el paquete.
h
t= |22
g

De esta formula se puede observar que el tiempo es funcién de la altura y del valor de la
gravedad, y que en él no tiene ninguna incidencia la velocidad de vuelo del avién.
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5) Volviendo al punto 2, es decir, altura de vuelo 1000 m y 400 m, distancia a la que se suelta
el paquete 2000 m y tiempos 14,29 sy 9,04 s, ¢qué se debera modificar y cual seria el valor si
desde esas alturas se dejara caer el paquete y este cayeraen la isla?;Cual sera la rapidez del
paqguete en el instante en que llega al nivel del mar? (Con esta pregunta se busca modificar la
velocidad resultante del paquete, a través de sus dos componentes, la velocidad vertical, variando
la altura de vuelo, y la horizontal o de vuelo del avion).

Para que el paquete caiga en la isla se debe modificar la velocidad de vuelo del avion segin la
altura. Para los 1000 m la rapidez de vuelo del avidn debe ser de 140 m/s y para los 400 m de 221
m/s.

— T Tl

00 1200 2 2100 2200 1300 2400 2500

—r 7

10 1900 2000 2200 2300 2400, 2300
1

Desde 1000 metros

Desde 400 metros

Se puede observar que la velocidad vertical del paquete cuando es lanzado desde 10s1000 m es
mayor que la de los 400 m, en todo el recorrido que comparten, porque ésta Ultima lo hace en
menos tiempo y como se expresd anteriormente, a igual gravedad, la velocidad instantanea
vertical depende del tiempo.

Para 1000m
v, =—9,8m/s?.14,29s = — 140 m/s
Para 400m
v, =—9,8 m/s?.9,04s = — 88,55 m/s
Altura Tiempo Rapidez vertical | Rapidez horizontal | Velocidad del paquete (3)
1000 m 1429 m/s -140m/s 13998 m/s 19798 m/s
400 m 904m/s -88.55m/s 22124 m/s 23830 m/s

(3) La velocidad del paquete sera la suma vectorial de ambas componentes (horizontal y vertical).
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REFLEXIONES FINALES

Ya Descartes en 1637 (Sala, 2012), en su Discurso del Método, proponia una ruptura con la
escolastica mas rancia y aludia a la libre difusion de las ideas y el conocimiento. GeoGebra,
producto de la tesis doctoral de M Hohenwarter, es un recurso de acceso abierto, muy valioso
para la ensefianza y el aprendizaje de matematica.

Esta secuencia didactica basada en distintas estrategias y utilizando dicho software como recurso,
intenta contribuir a que los alumnos logren conocimientos generadores. El deseo de compartirla,
tuvo su origen en la inexistencia o al menos escasa divulgacion de propuestas didacticas que
integren algebra vectorial con aplicaciones a las ciencias mediante enfoques realistas y/o
experimentales.
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